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1 連分数の基本事項
{ai}を非負整数の列であって、i ≥ 1に対して ai ≥ 1を満たすものとする。
有理関数の列 {fk}を

fk(t) = a0 +
1

a1 +
1

···+ 1
ak+t

とおく。漸化式で書けば

f0(t) = a0 + t,

fk+1(t) = fk

( 1

ak+1 + t

)
となる。
整数列 {pk}, {qk}を、初項

p0 = 1, q0 = 0,

p1 = a0, q1 = 1

および漸化式

pk+2 = ak+1pk+1 + pk,

qk+2 = ak+1qk+1 + qk

によって定める。行列で書けば (
q1 p1
q0 p0

)
=

(
1 a0
0 1

)
,(

qk+2 pk+2

qk+1 pk+1

)
=

(
ak+1 1
1 0

)(
qk+1 pk+1

qk pk

)
となる。

定理 1. {fk}と {pk}, {qk}の間に次の関係が成り立つ：

fk(t) =
pk+1 + pkt

qk+1 + qkt
.
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Proof. k = 0の時は明らか。
k = k′ + 1の時、

fk′+1(t) = fk′

( 1

ak′+1 + t

)
=

pk′+1 + pk′
1

ak′+1+t

qk′+1 + qk′
1

ak′+1+t

=
(ak′+1 + t)pk′+1 + pk′

(ak′+1 + t)qk′+1 + qk′

=
ak′+1pk′+1 + pk′ + pk′+1t

ak′+1qk′+1 + qk′ + qk′+1t

=
pk′+2 + pk′+1t

qk′+2 + qk′+1t

より成り立つ。

有理数列 {rk}を rk := fk(0)により定める。

rk = a0 +
1

a1 +
1

···+ 1
ak

である。定理 1より、
rk =

pk+1

qk+1
(1)

である。

定理 2. k ≥ 0について
qk+1pk − pk+1qk = (−1)k

である。

Proof. k = 0の場合は
q1p0 − p1q0 = 1 · 1− a0 · 0 = 1 = (−1)0

より成り立つ。
k = k′ + 1の場合は

qk′+2pk′+1 − pk′+2qk′+1 = (ak′+1qk′+1 + qk′)pk′+1 − (ak′+1pk′+1 + pk′)qk′+1

= qk′pk′+1 − pk′qk′+1

= −(−1)k
′

= (−1)k
′+1

より成り立つ。

定理 2は行列を使った漸化式と行列式の性質から明らか、とも言える。

系 3. pk と qk は互いに素である。特に、(1)は既約分数である。
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定理 4.

rk+1 − rk =
(−1)k

qk+1qk+2

が成り立つ。

Proof.

rk+1 − rk =
pk+2

qk+2
− pk+1

qk+1

=
pk+2qk+1 − pk+1qk+2

qk+2qk+1

=
(−1)k

qk+1qk+2

より成り立つ。

系 5.
|rk+1 − rk| =

1

qk+1qk+2
<

1

q2k+1

が成り立つ。

2 有理数の連分数展開
p
q を非負の既約分数（p ≥ 0, q ≥ 1, gcd(p, q) = 1）とする。非負整数列 {ak}を次のアルゴリズム（ユーク

リッドの互除法）により定める：

1. u0 := p, u1 := q とおく。k ← 0とおく。
2. 以下を繰り返す：
（a）uk を uk+1 で割った商を ak, 余りを uk+2 とおく：

uk = akuk+1 + uk+2 (0 ≤ uk+2 < uk+1)

（b）uk+2 = 0であれば繰り返しを終了する。
（c）そうでなければ k ← k + 1として続行する。

3. n := k とおく。数列 a0, . . . , an および u0, . . . , un+1, un+2 = 0を出力とする。

補題 6. 上記のアルゴリズムは停止する。

Proof. 降下列 u1 > u2 > · · · > uk+1 > uk+2 > · · · はどこかで 0に到達する。

ユークリッドの互除法の性質より un+1 は u0 = p および u1 = q の最大公約数で、仮定よりこれは 1 で
ある。
得られた数列 {ak}0≤k≤n から § 1 の {fk}0≤k≤n および {pk}0≤k≤n+1, {qk}0≤k≤n+1, {rk}0≤k≤n を構成

する。

定理 7. 0 ≤ k ≤ nについて
fk

(uk+2

uk+1

)
=

p

q
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が成り立つ。

Proof. k = 0の場合は容易に確かめられる。
k = k′ + 1の場合は

fk′+1

(uk′+3

uk′+2

)
= fk′

(
1

ak′+1 +
uk′+3

uk′+2

)
= fk′

( uk′+2

ak′+1uk′+2 + uk′+3

)
= fk′

(uk′+2

uk′+1

)
=

p

q

よりわかる。

系 8. rn = p
q である。
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